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���� 閉ループ系同定の基礎

京都大学　加納　学

������ はじめに

システム同定には，対象プロセスの入出力データが必要である．前節で述べた持続的励振条件を入力変数が

満たすためには，入力変数を運転状態とは無関係に変化させる必要がある．しかし現実には，システム同定の

ために運転状態を乱すことは好ましくないため，フィードバック制御の下で安定に運転されているプロセスの

入出力データからモデルを構築することが望まれる．このようなフィードバック制御下でのシステム同定を閉

ループ同定（����������� 	��
�	���	�
）という．

実は，この閉ループ同定は簡単ではない．例えば，フィードバック制御によって完璧に外乱が抑制されてい

る場合を考えてみよう．当然ながら，設定値を変更しなければ，制御変数は一定で変化しない．したがって，

操作変数が制御変数に与える影響を把握することができず，モデルを構築することはできない．この例は極端

であるが，閉ループ同定が抱える問題を浮き彫りにしてくれる．本節では，閉ループ同定の問題点を明らかに

し，現在までに提案されているいくつかの方法について解説する．

������ スペクトル解析の利用

����年代に既に，クロススペクトル密度（あるいは相互相関関数）を用いる同定方法は閉ループ系の同定に

対して役に立たないことが指摘されている．本題に入る前に，ここで利用する重要な用語を整理しておこう．

平均値 �の変数 ����� ����について，

������ � ��������� � ��� ���

を �の自己相関関数（�����������	�
 ��
��	�
），

������ � ���������� ��� ���

を �と �の相互相関関数（�������������	�
 ��
��	�
）と呼ぶ．ここで，�は期待値を意味する．さらに，自

己相関関数 ������のフーリエ変換

����	� �
��

����

������

���� ���

を �のスペクトル密度（������� ��
�	��），相互相関関数 ������のフーリエ変換

����	� �
��

����

������

���� ���

を �と �のクロススペクトル密度（������������� ��
�	��）と呼ぶ．

まず，スペクトル解析を用いた，フィードバック制御を行わない開ループ系の同定方法について述べる．こ

こでは，対象プロセスが次式で表現されるものとする．

���� � � ������ ��������� ���

なお，� ���はプロセスの伝達関数，����は外乱の動特性を与える伝達関数であり，操作変数 と白色雑音 �

は無相関とする．システム同定にスペクトル解析を用いる場合，その目的は，入出力 � �の測定データからプ
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ロセスの周波数伝達関数 � �
���を求めることとなる�．このプロセスのインパルス応答係数を ����とすると，

� ��� �
��

���

���
�� ���

であることから，周波数伝達関数を

� �
��� �
��

���

��

���� � �

と表現することもできる．同様に，外乱伝達関数����のインパルス応答係数を ����とすると，

���� �
��

���

���
�� �!�

となる．このインパルス応答表現を利用して，入力 と出力 �のクロススペクトル密度を計算してみよう．ま

ず，相互相関関数を求めると，

������ � ��������� ���

� ������ ����� � �� � ����������� ���

� �����
��

���

����� � ��� � ���
��

���

������ � ����

�
��

���

��������� � � ���� �
��

���

���������� � � ����

�
��

���

������� ��� �
��

���

������� ��� ���

を得る．仮定より，と �は無相関であるから，任意の �について ������ � �である．このため，相互相関関

数 ������は

������ �
��

���

������� ��� ����

と簡単化される．これより，クロススペクトル密度 ����	�は

����	� �
��

����

������

����

�
��

����

��
���

������� ���
����

�
��

���

��

����

��
�

��
����

����� ���
��������

��
�

�
��

���

��

����

��
�

��
	���

������

���	

��
�

� � �
�������	� ����

となる．ここで，� �
���はプロセスの周波数伝達関数であったことから，その推定値 "� �
���は，"�をスペク

トル密度の推定値として，

"� �
��� �
"����	�

"����	�
����

�連続時間伝達関数 � ���の周波数伝達関数は � ����であった．一方，離散時間伝達関数 � ���の周波数伝達関数は � �����で与え
られる．すなわち，� � ��� を代入すればよい．
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図 �# 閉ループ系のブロック線図

によって求めることができる．これがスペクトル解析を用いたシステム同定手法である．

それでは，次に，図 � のような閉ループ系を考えよう．この閉ループ系は以下の �式で表現される．

���� � � ������ ��������� ����

��� � ��������� � � ������� ����

ここで，� ���� ����はそれぞれプロセスおよびコントローラの伝達関数，����� � ���はそれぞれ外乱および同

定用信号（人為的な付加信号）の動特性を与える伝達関数であり，�� � は互いに相関のない白色雑音とする．

閉ループ伝達関数を用いると，プロセスの入出力を以下のように表すこともできる．

���� �
�

� � ��
��� ���� ������� ����

��� �
�

� � ��
�� ����� ������� ����

ここで，開ループ系の同定で行った手順をそのまま閉ループ系の同定に適用し，プロセスの周波数伝達関数の

推定値 "� �
���を求めると，次式を得る．

"� �
��� �
"����	�

"����	�

�
���
�������
���������	� � � �
����� �
������

�	�

���
�����
���������	� � �� �
������

�	�
�� �

なお，

���
����� � ��
�����
���� ��!�

である．これより，周波数伝達関数の推定値が真値と一致する，すなわち "� �
��� � � �
���となるのは，�）外

乱が存在しない場合（� � �），�）フィードバックループが存在しない場合（� � �），のいずれかの場合に限

られることがわかる．さらに，同定用信号 �が存在しない場合には，

"� �
��� � �
�

��
���
����

となり，プロセス周波数伝達関数の代わりに，コントローラ周波数伝達関数の逆数に��を掛けたものが同定

されることになる．このように，閉ループ同定では，同定用信号の存在が決定的に重要である．なお，図 �の

ようにコントローラ出力に信号を付加する代わりに，コントローラ入力に信号を付加してもよい．コントロー

ラ入力に人為的な信号を加えることは，設定値を変更することに対応する．
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さて，特殊な場合を除いて，スペクトル解析に基づく閉ループ同定は成功しないことがわかった．しかし，

同定用信号 �が測定される（あるいはコントローラが既知である）場合には，次式に基づく同定が可能である．

��
�	� � � �
�����
�	� ���
�����
�	�

� � �
�����
�	� ����

すなわち，周波数伝達関数の推定値は

"� �
��� �
"��
�	�

"��
�	�
����

で与えられる．

������ 直接法

あたかもフィードバックループが存在していないかのように同定を行う，すなわち開ループ系に対する同定

手法を閉ループ系にそのまま適用する方法を直接法（�	���� 	��
�	���	�
）と呼ぶ．この方法はフィードバッ

クループの存在を考慮する必要がないため，もし適切な同定が可能であるなら，簡便で優れた方法といえる．

はたして直接法を利用しても問題はないのだろうか．予測誤差法を用いる場合について，詳しく検討してみ

よう．

式 ����の予測誤差は，�� が式 ����$ ����のように表せることから，

���� �
�
"�
������ "�����

�
�� � "� ��
"��� � �� �

���� �
��� � � "� �
"��� � �� �

���� ����

で与えられる．予測誤差法では，���� � ����となる，すなわち，

�� � "� ��

"��� � �� �
���� � � ����

��� � � "� �
"��� � �� �

� � ����

となるパラメータを推定する．問題は，この �つの条件から，

"� � �� "� � � ����

が導かれるかどうかである．

まず，同定用信号を付加しない場合，すなわち � � �である場合には，条件式 ����は自動的に満たされ，

実質的な意味をもたない．このため， "� � "�は条件式 ����を満足するように決定されるが，この条件だけでは
"� � �� "� � �となるとは限らない．真の伝達関数を同定するためには，コントローラ �が十分に高次である

必要がある．ただし，プロセスの真の伝達関数が不明である以上，コントローラの次数が十分であるかどうか

はわからない．

一方，同定用信号 �が持続的励振条件を満たしている場合には，条件式 ����より "� � � が，さらに条件式

����より "� � �が導かれる．すなわち，プロセスおよび外乱の伝達関数を正しく同定できる．以下では，伝

達関数を正しく同定できる性質を可同定性と呼ぶことにする．なお，閉ループ系の同定を可能にする方法とし

て，同定用信号を加える代わりに，同定実験中に複数のコントローラを用いる（異なるコントローラを用いて

同定実験を行う）方法もある．�入力 �出力プロセスあるいは入出力の数が等しい多変数プロセスの同定であ

れば，�種類のコントローラを用いれば同定可能となる．
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������ 間接法

間接法（	
�	���� 	��
�	���	�
）は以下の �ステップからなり，同定用信号が測定可能（あるいはコントロー

ラが既知）であることを前提とする．

＜ %��� �：閉ループ伝達関数の同定＞

図 �の閉ループ系は，閉ループ伝達関数を用いて次式のように表現できる．

���� � ��
������� ����������� ����

��
��� �
��

� � ��
� ������ �

�

� ���
�� �

いま，�が持続的励振条件を満たし，かつ �と無相関であるとする．このとき，�� �をそれぞれ出力および入

力，��
をプロセスとみなせば，式 ����は開ループ系の表現式に他ならない．したがって，例えば予測誤差法

を用いて，��
 および���を同定できる．

＜ %��� �：開ループ系のパラメータ推定＞

�� � を既知とすると，%��� �で得られた同定結果を利用して，���を決定することができる．すなわち，

"��
 �
"��

� � � "�
��!�

"��� �
"�

� � � "�
����

を解くことにより，���を求められる．

では，直接法と同様に，間接法の可同定性について検討してみよう．いま，%��� �において，閉ループ伝達

関数��
����は正確に同定できたものとする．すなわち，

"��
 � ��
 ����

"��� � ��� ����

とする．この場合，%��� �では，

"��

� � � "�
�

��

� � ��
����

"�

� � � "�
�

�

� � ��
����

に基づいて， "� � "�を求めることになる．条件式 ����を変形すると，

��

� � ��
�

"��

� �� "�
�

�� � "� ��

�� ��� ��� � � "� �
� � ����

を得る．これは，直接法の条件式 ����と本質的に同じである．一方，条件式 ����を変形すると，

��� � � "� �

"��� � �� �
� � ����

を得る．これは，直接法の条件式 ����に等しい．すなわち，可同定性に関して直接法と間接法に差はなく，持

続的励振条件を満たす同定用信号が付加されていれば，いずれの手法を用いても閉ループ同定は可能である．

ただし，可同定性が同じであるということは，有限個のサンプルを用いて同定を行った結果が同じになるとい

う意味ではない．また，適用のしやすさも異なる．
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間接法は，�）%��� �において適切に � を決定することが困難である，�）同定用信号が測定可能であるこ

とを前提とする，�）可同定性については直接法と本質的に同じ性質をもつ，という理由で，直接法と比較し

てとくに優れた手法というわけではない．間接法をより実用的な同定手法とするために，ユーラ・パラメトリ

ゼーション（&��� ��'���	(�	�
）を用いる方法や �段階法が提案されている．ここでは，�段階法を紹介

しよう．�段階法は以下の �ステップからなる．

＜ %��� �：閉ループ伝達関数の同定＞

図 �の閉ループ系は，閉ループ伝達関数を用いて次式のように表現できる．

��� � ��
������� ����������� ����

��
��� �
�

� � ��
� ������ �

��

� � ��
�� �

いま，�が持続的励振条件を満たし，かつ �と無相関であるとする．このとき，� �をそれぞれ出力および入

力，��
 をプロセスとみなせば，式 ����は開ループ系の表現式に他ならない．したがって，例えば予測誤差

法を用いて，��
および���を同定できる．

＜ %��� �：開ループ系のパラメータ推定＞

%��� �で得られた "��
 を利用して � を決定することを考える．プロセスの表現式 ����に式 ����を代入す

ると，

���� � � ������
������� ������������ ���������

� � �����
������� � �������� ���������� ��!�

となる．したがって，��
�を入力，�を出力とみなすことにより，� を同定できる．

この �段階法は，通常の開ループ同定手法を利用してプロセス伝達関数 � を同定できるところに特徴がある．

������ 入出力結合法

入出力を結合した多次元時系列を考え，時系列モデルの構築を通してプロセスの同定を行う手法を入出力結

合法（)�	
� 	
���������� 	��
�	���	�
）と呼ぶ．例えば，*+モデル
�
	 ������ ������

������ ������



�
�
	 ����

���



� �

�
	 ����

����



� ����

を利用するのであれば，予測誤差法等を用いて，この式の適切な構造（次数）およびパラメータを求めること

になる．いま，閉ループ系が式 ����$ ����で与えられる場合には，
�
	 � ��

� �



�
�
	 ����

���



� �

�
	 � �

� �



�
�
	 ����

����



� ����

が成り立つことから，

� � �
���

���
� � �

���

���
����

を得る．

このように，入出力結合法はコントローラ� および同定用信号 �が未知である場合にも，プロセス � を同

定できる．ただし，*+モデルの次数は高くなる傾向があるため，モデルを低次元化する作業が必要になるこ

とが多い．
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